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Curvas y Superficies. Examen II

Ejercicio 1. Realice los siguientes apartados:

a) [1 punto] Sea α : R → R2 la curva dada por:

α(t) = ((1− 2 sen(t)) cos(t), (1− sen(t)) sen(t))

Prueba que α es una curva regular y calcula su curvatura. ¿Es α
∣∣
[0,2π]

inyectiva?

b) [1 punto] Sea S una superficie orientable, N una aplicación de Gauss en S y
α : I → S una curva parametrizada por el arco. Consideramos T̂ (s) = α′(s),
N̂(s) = N(α(s)) y B̂(s) = T̂ (s) × N̂(s). Se llama torsión geódesica de α a la
función

τg(s) = ⟨B̂′(s), N̂(s)⟩
Demuestra que τg(s) = 0 para todo s ∈ I si y solo si α es una ĺınea de curvatura
de S, es decir α′(s) es una dirección principal de S en α(s) para todo p ∈ S.

Ejercicio 2. Sea S = {X(u, v) : u ∈ ]0, π[ , v ∈ R} donde

X(u, v) = (v cos(u), v sen(u), u2 − 2v + 2)

y la curva α(t) = (cos(t), sen(t), t2), t ∈ ]0, π[. Se pide:

a) [0.5 puntos] Demuestra que X es una parametrización global de S.

b) [0.75 puntos] Calcula la primera y segunda formas fundamentales de S.

c) [0.75 puntos] Calcula la curvatura de Gauss y la curvatura media de S.

d) [0.75 puntos] Prueba que el punto p = (0, 0, 3) ∈ S y determinar el plano
tangente de la superficie en ese punto. Calcula las curvaturas principales y las
direcciones asintóticas en p, si las hubiera.

e) [0.75 puntos] Comprueba que α es una curva asintótica de S.

f) [0.5 puntos] Comprueba que K(α(t)) = −τα(t)
2, donde K(α(t)) denota la

curvatura de Gauss de la superficie en el punto α(t) y τα(t) es la torsión de la
curva α en t.

Ejercicio 3. Sea X : {(u, v) ∈ R2) : u2 + v2 < 1} → R3 una parametrización de
una superficie S tal que

E(u, v) = G(u, v) =
4

(1− u2 − v2)2
, F (u, v) = 0

a) [1 punto] Calcula los śımbolos de Christoffel de S en esta parametrización.

b) [1 punto] Calcula la curvatura de Gauss de S. ¿Existe una isometŕıa local de
S en un plano?

Ejercicio 4. Estudia de forma razonada las siguientes cuestiones:

a) [1 punto] Sea S una superficie y p ∈ S. Supongamos que cada entorno abierto
de p en S contiene puntos a ambos lados del plano af́ın tangente a S en p.
¿Podemos afirmmar que p es un punto hiperbólico?

b) [1 punto] Una superficie S se dice que es homogénea si para cada par de
puntos p1 y p2 de S existe una isometŕıa Φ : S → S tal que Φ(p1) = p2.
Prueba que toda superficie compacta, conexa y homogénea es una esfera.
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